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Аннотация. Цель статьи – проанализировать формат двухуровневой 

подготовки – бакалавриата и магистратуры – будущих учителей математики 

с точки зрения содержания материала, который должен быть освоен студен-

тами, и формируемых у них профессиональных компетенций. 
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Методология и методики исследования. В исследовании использовались 

теоретические методы: анализ педагогической и методической литературы, 

нормативных документов; исторический, сравнительно-сопоставительный 
и логический виды анализа содержания педагогического математического об-

разования; прогнозирование, проектирование и моделирование методической 

системы двухуровневой подготовки будущих учителей математики. 
Результаты и научная новизна. Уровневая дифференциация системы 

высшего образования требует составления соответствующих учебных планов для 

бакалавриата и магистратуры. Основополагающим принципом при этом должен 
служить принцип преемственности: магистратура должна углублять знания, уме-

ния и навыки, развивать компетенции, приобретенные в бакалавриате. С этих 

позиций в работе рассматривается курс «Числовые системы» – важнейший в ме-
тодологическом плане курс для будущих учителей математики. Показывается, ка-

ким содержанием он должен быть наполнен на уровне бакалавриата и на уровне 

магистратуры. В бакалавриате предлагается изучить классические системы чи-

сел – натуральных, целых, рациональных, действительных и комплексных. В ма-

гистратуре должно осуществляться дальнейшее расширение знаний студентов 

о системах чисел, которые осваиваются здесь как теория алгебраических систем, 

возникшая на стыке алгебры и математической логики. Предметом изучения ста-

новятся алгебры над полем, алгебры с делением над полем, альтернативные ал-

гебры с делением над полем, йордановы алгебры, алгебры Ли. Постижение основ 

теории алгебр магистром профиля «математическое образование» будет способ-

ствовать более осознанному пониманию им существа аксиоматического метода, 

строения аксиоматических теорий в математике, механизмов развития матема-

тической науки, а вместе с тем поможет сложиться целостному видению матема-

тики как единой науки. В результате образовательный уровень магистра будет 

выше образовательного уровня бакалавра педагогического математического об-

разования. 

Практическая значимость. Материалы статьи могут быть полезны ру-

ководителям кафедр и магистерских программ, преподавателям классических 

и педагогических университетов, осуществляющим подготовку бакалавров 

и магистров по направлению «Педагогическое образование (математика)». 

Ключевые слова: системы чисел – натуральных, целых, рациональных, 

вещественных, комплексных; двойные и дуальные числа; тело кватернионов; 

алгебры с делением над полем; теорема Фробениуса; альтернативные алгебры 
с делением; алгебра октав; системы гиперкомплексных чисел; йордановы ал-

гебры, алгебры Ли; аксиоматические теории числовых систем. 
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Abstract. The aim of this article is to analyze the format of a two-leveled 

training – bachelor and master – future teachers of mathematics from the point of 

view of the content of mathematical material, which is to develop prospective teac-
hers of mathematics at those two levels, shaping their professional competence. 

Methods. The study involves the theoretical methods: the analysis of peda-

gogical and methodical literature, normative documents; historical, comparative 
and logical analysis of the content of pedagogical mathematical education; fore-

casting, planning and designing of two-leveled methodical system of training of fu-

ture teachers of mathematics. 
Results and scientific novelty. The level differentiation of the higher educati-

on system requires developing the appropriate curricula for undergraduate and 

graduate programs. The fundamental principle must be the principle of contin-

uity – the magister must continue to deepen and broaden knowledge and skills, 

along with competences acquired, developed and formed on the undergraduate le-

vel. From these positions, this paper examines the course «Number Systems» – the 

most important in terms of methodology course for future mathematics teachers, 

and shows what content should be filled with this course at the undergraduate le-

vel and the graduate level. At the undergraduate level it is proposed to study clas-

sical number systems – natural, integer, rational, real and complex. Further ex-

tensions of the number systems are studied at the graduate level. The theory of 

numeric systems is presented as a theory of algebraic systems, arising at the in-

tersection of algebra and mathematical logic. Here we study algebras over a field, 

division algebra over a field, an alternative algebra with division over the field, 

Jordan algebra, Lie algebra. Comprehension of bases of the theory of algebras by 
the master of the «mathematical education» profile will promote more conscious 

understanding of an axiomatic method, a structure of axiomatic theories in mat-
hematics, development mechanisms of mathematical science; at the same time it 

will help to develop to complete vision of mathematics as a single science. As a re-

sult, the educational level of the master will be above the educational level of the 
bachelor of pedagogical mathematical education. 

Practical significance. The article can be useful to heads of departments and 

graduate programs, faculties of classical and pedagogical universities, carrying 

out preparation of masters in the direction «Pedagogical Education (Mathema-

tics)». 



© В. И. Игошин 

 

Образование и наука. Том 19, № 1. 2017/The Education and Science Journal. Vol. 19, № 1. 2017 

84  

Keywords: number systems – natural, integer, rational, real, complex, do-

uble and dual numbers; the body of quaternions; algebras with a division over a 

field; Frobenius theorem; alternative algebra with division; algebra of octaves; sys-
tems of hypercomplex numbers; Jordan algebra, Lee algebra; axiomatic theory of 

number systems. 
 

For citation: Igoshin V. I. Subject «Number systems» in two-leveled format 

preparation teachers of mathematics. The Education and Science Journal. 2017. 

Vol. 19. № 1. Р. 81–102. DOI: 10.17853/1994-5639-2017-1-81-102. 
 

Введение 
Формат двухуровневой вузовской подготовки – бакалавриата и ма-

гистратуры – вкупе с парадигмой компетентностного обучения будущих 

специалистов в самых разнообразных сферах еще только пытается отыс-

кать положение равновесия в сумбурном потоке реформ, продолжающем 

обрушиваться на образовательное пространство России. Ситуация с ком-

петентностным подходом в области современного математического обра-

зования будущих инженеров прекрасно обрисована во вводной части 

статьи Е. П. Богомоловой [1]. Не лучшим образом выглядит компетентнос-

тный подход в области подготовки будущих учителей математики, в осо-

бенности в тех классических университетах, куда в последние годы были 

влиты региональные педагогические институты. 

Проблема данного подхода в указанной области заслуживает отдель-

ного рассмотрения. Определенной ее частью является организация двуху-

ровневого обучения будущих учителей математики. Некоторые соображе-

ния по этому поводу высказывались нами ранее [2–4]. В частности, на 

уровне бакалавриата целесообразно вести образовательную и професси-

ональную подготовку наиболее массовой категории учителей математики 

для обеспечения основного общего школьного образования. Выпускник 

получает образовательную квалификацию «бакалавр педагогического об-

разования (по математике)» и профессиональную квалификацию «учитель 

математики 5–9-х классов». Второй уровень (магистратура) позволит гото-

вить преподавателей (учителей) математики для полного среднего образо-

вания (10–11-х классов лицеев, гимназий, специализированных школ 

и классов с углубленным изучением предмета). Выпускнику присваивает-

ся образовательная квалификация «магистр педагогического образования 

(по математике)». Обучение магистров может осуществляться и по инди-

видуальному заказу вузов с целью подготовки для них преподавателей 

и научных работников в области методики преподавания математики 

(квалификация «магистр математики»). 
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Такая уровневая дифференциация системы образования требует 

составления соответствующих учебных планов для бакалавриата и магис-

тратуры. Основополагающим принципом при этом должна быть преем-

ственность: в магистратуре следует углублять и расширять знания, уме-

ния и навыки, а вместе с ними и компетенции, сформированные на уров-

не бакалавриата. 

В структуре предметной подготовки бакалавров педагогического 

образования (профиль – математическое образование) выделяются шесть 

основных направлений (линий): «Элементарная математика», «Алгебра 

и дискретная математика», «Геометрия», «Математический анализ», «Веро-

ятность и статистика» и «Математика в историческом развитии». В пре-

дыдущих наших публикациях охарактеризовано содержание каждого из 

этих направлений, описаны цели, которые перед ними ставятся, и вза-

имосвязи между ними в процессе подготовки бакалавров педагогического 

образования указанного профиля [6]. Кроме того, разработана модель 

фундаментальной математической подготовки будущих учителей матема-

тики и информатики в области дисциплин дискретной математики (мате-

матическая логика, теория алгоритмов, дискретная математика), в кото-

рой показано, как можно органично представить содержание данных 

дисциплин при двухуровневой системе обучения – в условиях бакалаври-

ата и магистратуры. В настоящей работе с аналогичной точки зрения 

рассматривается курс числовых систем при подготовке будущих учителей 

математики [2]. 

Понятие числа – фундаментальнейшее понятие математической науки. 

Исторически оно складывалось постепенно, в процессе решения все более 

сложных вопросов сначала практического, а затем и теоретического харак-

тера. Мощный толчок к теоретическому осмыслению понятия числа дало 

в XIX веке развитие математического анализа, заставившее заняться иссле-

дованием его основ, а это потребовало изучения системы вещественных чи-

сел. Дальнейшее углубление знаний в данной области произошло в XX в. 

вместе с развитием современной алгебры и математической логики. 

Значение курса числовых систем для будущего 
учителя математики 

Курс числовых систем занимает особое место в системе подготовки 

будущих учителей математики. Для них он имеет двойное методологичес-

кое значение. Во-первых, без всякого преувеличения, следуя за Пифаго-

ром, мы и сейчас с особым выражением можем повторить: «Все есть чис-

ло!» Действительно, числа лежат в основе математики, физики, других ес-
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тественных наук, проникают в гуманитарную сферу. Компьютерные техно-

логии, до неузнаваемости преобразующие современный мир, – это тоже 

цифровые технологии. Поэтому учитель математики, с 1-го по 11-й класс 

имеющий дело с числами и обучающий числам своих учеников, должен 

представлять, на каком теоретическом фундаменте данные знания бази-

руются. Именно знания о мире чисел будут в немалой степени способст-

вовать формированию у будущих педагогов целостного представления 

о математике как науке. 

Во-вторых, современное представление о теории числовых систем 

позволяет весьма обстоятельно познакомиться с фундаментальным мето-

дом современной математики – аксиоматическим методом, тесно связан-

ным с математической логикой, что также добавляет знаний о математи-

ке как единой науке. 

Наконец, на примере данного курса будущий учитель наглядно уви-

дит, как возникает и развивается математическая наука – от решения 

конкретных практических задач к математическим теориям высокого 

уровня логической абстракции. 

В процессе обучения математике происходит тесное дидактическое 

взаимодействие математики и логики, математического содержания (кон-

тента) и логического духа (ауры). Какие бы вопросы учитель ни объяснял 

своим ученикам, он обязан постоянно следить за тем, чтобы этот логичес-

кий дух не улетучился из учебного процесса. Педагог должен учить: 

1) логическому строению математических предложений (определе-

ний и теорем); 

2) логическому понятию доказательства математической теоремы; 

3) логическим методам доказательства математических теорем; 

4) логическому строению математических теорий. 

Это своего рода принципы логики при обучении математике. Они ука-

зывают основные направления проникновения логики в педагогику мате-

матики, служат дополнением к общедидактическим принципам примени-

тельно к преподаванию этой дисциплины, уточняют структуру той части 

педагогической науки, которая связана с обучением математике [6]. 

Чтобы дидактическое взаимодействие логики и математики было эф-

фективным, необходима целенаправленная подготовка будущих учителей 

в педагогическом вузе. Она должна состоять из двух этапов – логической под-

готовки и логико-дидактической подготовки. Ядром первой является профес-

сионально-педагогически ориентированный курс математической логики, бла-

годаря которому студенты приобретают необходимые для будущей педагоги-

ческой работы знания и умения в области логики. Пособиями при такой под-
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готовке могут служить выпущенные нами книги «Математическая логика и те-

ория алгоритмов» и «Математическая логика» [7, 8]. 

Логическая подготовка будущих учителей математики должна орга-

нично перерастать в логико-дидактическую. Это означает, что основополага-

ющие идеи и методы математической логики, обобщенные в вышеуказан-

ных принципах, должны пронизывать все математические курсы педвуза: 

геометрию, алгебру и теорию чисел, математический анализ, числовые сис-

теы, дискретную математику, теорию вероятностей, теорию алгоритмов, 

а также  курсы психолого-педагогических основ обучения математике, мето-

дику преподавания математики, историю и методологию математики, в ко-

торых внимание студентов следует акцентировать на вопросах, имеющих 

принципиальное логическое значение. В методических курсах педвуза де-

монстрируется, как именно знания логики используются в процессе препо-

давания конкретных разделов и тем школьного курса математики. Пособием 

по логико-дидактической подготовке будущих учителей математики могут 

служить книги «Математическая логика как педагогика математики» и «Ма-

тематическая логика в обучении математике. Логико-дидактическая подго-

товка учителя математики» [9, 10]. 

Таким образом, логическая и логико-дидактическая виды подготов-

ки должны стать системообразующими факторами в системе всей подго-

товки будущих учителей математики. 

Курс «Числовые системы», читаемый будущим учителям математики 

в педагогическом вузе, также служит их логико-дидактической подготов-

ке. Теория числовых систем являет собой уникальный образец математи-

ческой теории, на котором методы математической логики и аксиомати-

ческого построения математической теории могут быть представлены сту-

дентам наглядно и с полными доказательствами. Подобными методичес-

кими возможностями не обладает даже курс геометрии. Более того, курс 

«Числовые системы» может быть легко адаптирован для системы двуху-

ровневой подготовки будущих учителей математики – в бакалавриате 

и в магистратуре. 

Курс «Числовые системы» для бакалавров 
педагогического образования 

Получая педагогическое образование на уровне бакалавриата, буду-

щий учитель математики должен ознакомиться с теорией построения сле-

дующих классических числовых систем: натуральных чисел N, целых чи-

сел Z, рациональных чисел Q, действительных чисел R и комплексных чи-

сел C. Методическим вопросам преподавания данного курса в таком объ-
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еме посвящена наша статья в журнале «Математика в высшем образова-

нии» [11]. Отметим ее основные идеи. 

Построение теории натуральных чисел начинается с четких первона-

чальных понятий и формулировки аксиом Пеано. Доказательства теорем 

о натуральных числах имеют строгую логическую структуру, основываются 

на аксиоме индукции и непременно опираются на сформулированные акси-

омы. После того как аксиоматическая теория натуральных чисел достаточно 

освоена, приступают к изучению свойств этой теории, т. е. к ее метатеории. 

Вопрос о непротиворечивости аксиоматической теории натуральных чисел 

решается на относительном уровне: строится модель этой теории в рамках 

другой аксиоматической теории – теории множеств, базирующейся на систе-

ме аксиом Цермело-Френкеля (о ней см. [7], § 30), и тем самым доказывается, 

что аксиоматическая теория натуральных чисел непротиворечива при усло-

вии непротиворечивости аксиоматической теории множеств Цермело-Френ-

келя. Обосновывается категоричность аксиоматической теории натуральных 

чисел, построенной на базе системы аксиом Пеано: любые две модели этой 

теории изоморфны. Наконец, доказывается независимость системы аксиом 

Пеано, т. е. невозможность доказательства ни одной из них, исходя из трех 

оставшихся. Доказательство осуществляется с помощью построения соответ-

ствующих моделей. 

Наряду с аксиоматикой Пеано существуют и другие аксиоматические 
подходы к теории натуральных чисел. Каждая из аксиоматик освещает поня-
тие натурального числа со своей стороны, но все они эквивалентны друг дру-
гу, поскольку, как и аксиоматика Пеано, категоричны и фактически описыва-
ют один и тот же объект. Примером может служить аксиоматика, основанная 
на операциях сложения и умножения. Система натуральных чисел < N; ′, 1 > 
рассматривается как алгебраическая система < N; +, ⋅ > и определяется как 
минимальное полукольцо (ассоциативность и коммутативность сложения, сок-
ратимость по сложению: x + u = y + u ⇒ x = y, ассоциативность умножения, ди-
стрибутивность умножения относительно сложения) с нейтральным элементом 
по умножению (∃1)(x⋅1 = 1 ⋅ x = x) и без нейтрального элемента по сложению (∀x, 

y)(x ≠ x + y). Отметим, что в силу последнего свойства полукольцо < N; +, ⋅ > на-
туральных чисел не является кольцом. 

Еще один пример: за основу берутся свойства системы натуральных 
чисел как упорядоченного множества. Система натуральных чисел < N; ≤ > 
характеризуется как бесконечное (линейное) вполне упорядоченное мно-
жество, всякое подмножество которого, имеющее максимальный элемент, 
конечно. (Упорядоченное множество – это множество вместе с заданным 
на нем отношением порядка ≤. Линейность отношения порядка ≤ означа-
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ет, что (∀x, y)(x ≤ y ∨ y ≤ x).) Линейно упорядоченное множество называет-
ся вполне упорядоченным, если оно удовлетворяет условию минимальнос-
ти: всякое непустое подмножество этого множества имеет хотя бы один 
минимальный элемент, т. е. элемент, меньше которого элементов нет. 

Все последующие числовые системы, рассматриваемые в порядке 

увеличения множеств содержащихся в них элементов (чисел), строятся по 

одному и тому же плану. При этом в каждой более объемной числовой си-

стеме мы приобретаем возможность выполнять такие действия с числа-

ми, которые не могли осуществлять в предыдущей числовой системе. Ка-

ждая числовая система вводится определением, где перечисляются требо-

вания, которым она должна удовлетворять. Это определение позволяет 

доказать лемму о строении соответствующей числовой системы. В ней по-

казывается, что каждое число новой системы можно задать некоторой 

определенным образом организованной совокупностью чисел системы 

предыдущего уровня. Обычно такой совокупностью оказывается упорядо-

ченная пара чисел из системы предыдущего уровня. С помощью этой лем-

мы осуществляется конструктивное построение вводимой числовой систе-

мы из «материала» числовой системы, построение которой проделано на 

предыдущем шаге расширений. Строится вся новая числовая система 

вместе с включенной в нее системой предыдущего уровня. Таким образом 

доказывается существование соответствующей числовой системы. Нако-

нец также с использованием леммы о строении рассматриваемой число-

вой системы и изоморфизма любых двух числовых систем предыдущего 

уровня (категоричности аксиоматической теории предыдущего уровня) 

доказывается изоморфизм любых двух числовых систем данного уровня 

(категоричность аксиоматической теории данного уровня). 

Система натуральных чисел < N; +, ⋅ > является полукольцом, но не 

кольцом. Поэтому система целых чисел < Z; +, ⋅ > определяется как на-

именьшее кольцо, содержащее систему натуральных чисел. Операция вы-

читания в системе натуральных чисел частична (определена не для любых 

двух натуральных чисел). В кольце целых чисел эта операция становится 

всюду определенной. В качестве модели теории целых чисел строится сис-

тема пар натуральных чисел (К. Вейерштрасс, 1894). 

Систему целых чисел можно охарактеризовать с помощью следу-

ющих условий. Кольцо целых чисел – это кольцо с единицей (единичным 

элементом) e, не содержащее отличного от него подкольца с единицей 

и обладающее тем свойством, что n ⋅ e ≠ 0 для любого натурального числа n. 

В самом деле, нетрудно показать, что множество всех элементов вида n ⋅ e 

изоморфно системе < N; +, ⋅ > натуральных чисел. Следовательно, данное 
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кольцо содержит подкольцо Z0, изоморфное кольцу Z целых чисел, пос-

кольку кольцо Z – минимальное из таких колец. Но так как Z0 содержит 

единицу e, то, по условию, Z0 должно совпасть с данным кольцом, которое 

будет кольцом целых чисел. 

Кольцо Z целых чисел не является полем, и операция деления в нем 

частична, т. е. применима не к любым двум его ненулевым элементам: не 

для любых целых a и b ≠ 0 найдется такое целое x, что a ⋅ x = b. В связи 

с этим возникает проблема расширения этого кольца до поля, желательно 

наименьшего. Так приходят к системе (полю) < Q; +, ⋅ > рациональных чи-

сел. В качестве модели теории рациональных чисел строится система пар 

целых чисел (Ж. Таннери, 1894). 

Поле Q рациональных чисел обладает рядом важных свойств: 

1) оно линейно упорядочено; 

2) оно плотно: (∀ x, y)(x < y → (∃ t)(x < t < y)); 

3) оно архимедовски упорядочено: (∀ x)(∀ y > 0)(∃ n ∈ N)(n⋅y > x). 

Кроме того, систему рациональных чисел можно охарактеризовать 

как наименьшее поле характеристики 0. (Говорят, что поле имеет харак-

теристику 0, если n ⋅ a ≠ 0 для любого его элемента a и любого целого чис-

ла n ≠ 0.) 

Система R действительных (вещественных) чисел строится как 

расширение поля Q рациональных чисел с целью наделения новой систе-

мы еще одним важным свойством, каким не обладает поле Q. Дело в том, 

что в поле Q (как и во всяком упорядоченном поле) любая сходящаяся по-

следовательность фундаментальна (или является последовательностью Ко-

ши), но не каждая фундаментальная последовательность сходится, т. е. 

имеет предел. Поэтому система R действительных (вещественных) чисел 

определяется как архимедовски упорядоченное поле < R; +, ⋅ >, содержа-

щее поле < Q; +, ⋅ > рациональных чисел в качестве подполя, в котором 

всякая фундаментальная последовательность сходится (имеет предел). 

Последний факт чрезвычайно важен для оснований математики. Он дела-

ет поле действительных чисел надежным фундаментом для математичес-

кого анализа и многих приложений непрерывной математики. 

Существует ряд способов конструктивного построения поля дей-

ствительных чисел из элементов поля рациональных чисел: c помощью 

фундаментальных последовательностей рациональных чисел (Ш. Мере, 

1869; Г. Кантор, 1879); сечений в поле рациональных чисел (Р. Дедекинд, 

1872); бесконечных десятичных дробей (К. Вейерштрасс, 1872). 

Существуют и другие аксиоматические характеризации системы 

действительных чисел, т. е. такие системы аксиом, для которых система 
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действительных чисел является единственной с точностью до изоморфиз-

ма моделью. Одна из них утверждает, что система действительных чисел 

и только она является плотным в себе, полным по Дедекинду, линейно 

упорядоченным множеством без наименьшего и наибольшего элементов, 

в котором существует счетное, всюду плотное подмножество. (Плотность 

означает, что между любыми двумя элементами множества расположен 

хотя бы еще один его элемент. Полнота, согласно Дедекинду, означает, 

что всякое непустое, ограниченное сверху подмножество имеет точную 

верхнюю грань. Существование всюду плотного подмножества, называ-

емое свойством сепарабельности (отделимости), означает, что для каждого 

элемента множества существует как угодно близкий к нему элемент этого 

подмножества.) 

С этой характеристикой системы действительных чисел связана од-

на из знаменитых математических проблем XX века – проблема М. Я. Сус-

лина. Требуется узнать, сохранится ли указанная характеристика систе-

мы действительных чисел, если в ней условие сепарабельности заменить 

более слабым требованием, называемым условием Суслина: любая систе-

ма из попарно не пересекающихся непустых интервалов не более чем 

счетна. 

М. Я. Суслин (1894–1919) прожил короткую жизнь [12], а его пробле-

ма стала достоянием научной общественности уже после его смерти, 

в 1920 г. На ее осмысление потребовалось более 40 лет. По значимости 

она встала в один ряд с континуум-проблемой Кантора, и решение обеих 

было получено лишь в начале 60-х гг. XX в., когда американский матема-

тик П. Коэн открыл принципиально новый метод доказательства, полу-

чивший название форсинг (вынуждение). (За это открытие в 1966 г. на 

Международном математическом конгрессе в Москве П. Коэн был удосто-

ен Филдсовской премии – одной из престижных международных наград, 

которых удостаиваются ученые-математики.) Выяснилось, что проблему 

Суслина, как и континуум-проблему Кантора, вообще невозможно решить 

в обычном смысле слова, т. е. дать определенный ответ «да» или «нет» на 

поставленный вопрос. Гипотеза Суслина, как и континуум-гипотеза Кан-

тора [13], оказалась не зависящей от остальных аксиом теории множеств. 

(Кроме того, была также установлена взаимная независимость этих гипо-

тез.) Другими словами, возможна теория множеств, в которой гипотеза 

Суслина справедлива, и возможна теория множеств, где эта гипотеза не 

подтверждается. Ситуация оказалась сходной с доказательством пятого 

постулата Евклида, которая была разрешена в первой половине XIX века, 

в результате чего была не просто открыта новая, воображаемая геомет-
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рия, получившая название геометрии Лобачевского, а началась новая 

эпоха в развитии всей математической науки. 
В поле R действительных чисел не всегда выполнима операция из-

влечения квадратного корня, обратная к операции возведения в квадрат: 

нельзя извлечь корень квадратный из отрицательного числа. Ясно, что ес-

ли мы сумеем извлечь квадратный корень из числа –1, то сможем извле-

кать его из любого отрицательного числа. Поэтому следующая система чи-

сел, расширяющая поле R действительных чисел, определяется как на-

именьшее поле <C; +, ⋅ >, содержащее поле < R; +, ⋅ > в качестве подполя 

и элемент i ∉ R со свойством i2 = –1, который называется мнимой единицей. 

(Последнее требование означает, что алгебраическое уравнение x2 + 1 = 

0 имеет решение в поле C.) Оно называется полем комплексных чисел. Это 

поле конструктивно строится из упорядоченных пар действительных чисел 

(У. Гамильтон, 1837), и доказывается его единственность с точностью до изо-

морфизма. Выделяется одно свойство этого поля, отличающее его от преды-

дущих числовых систем: его нельзя линейно упорядочить. 

Построим в общем виде возрастающую последовательность число-

вых систем: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C. При каждом таком переходе мы получаем 

возможность разрешения все более сложных алгебраических уравнений: 

x + m = n (при переходе от N к Z), a x = b (при переходе от Z к Q). При пе-

реходе от Q к R некоторые алгебраические уравнения, не разрешимые 

в предыдущих числовых системах, могут быть разрешены, например 

x2 = 2. Тем не менее и в поле R не все алгебраические уравнения имеют 

хотя бы один корень. Только с введением в поле C комплексных чисел у каж-

дого алгебраического уравнения степени n ≥ 1 с коэффициентами из поля 

C будет, по крайней мере, один корень из поля C. В этом состоит алгебра-

ическая замкнутость поля C, впервые доказанная К.-Ф. Гауссом (1777–

1855). Более того, каждое такое алгебраическое уравнение степени n ≥ 1 

имеет ровно n комплексных корней, считаемых с их кратностями. Это ут-

верждение носит название основной теоремы алгебры, и она показывает, 

что с введением поля комплексных чисел идея расширения числовых сис-

тем, связанная с практической задачей разрешимости алгебраических 

уравнений, фактически получает свое завершение. 

На этом в бакалавриате можно завершить знакомство будущих учи-

телей математики с системами чисел. Каждый студент должен отчетливо 

представлять дедуктивно-аксиоматические основы школьного курса ма-

тематики – как алгебры и начал анализа, так и геометрии. Безусловно, 

прав был академик А. Н. Колмогоров, утверждавший, что «понимание не 
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только практической целесообразности, но и логической обоснованности 

выбора определений при формальном построении соответствующих те-

орий представляется… совершенно необходимым элементом воспитания 

будущих учителей» [14, с. 265–266]. 

Более подробно методические вопросы изложения курса «Числовые 

системы» освещены в других наших работах [9–11]. 

Курс «Числовые системы» для магистров 
педагогического образования 

Дополнительные два года образования в магистратуре дают воз-

можность будущему учителю математики получить более высокую квали-

фикацию и, в частности, глубже проникнуть в теорию числовых систем. 

Возможно ли дальше расширять системы чисел и, если да, то как? 

Известно, что многие разделы математики возникали из потребности ре-

шения тех или иных практических задач. Однако, когда эти задачи реша-

лись, математические теории продолжали развиваться по своим внутрен-

ним законам математической науки, порой весьма далеко удаляясь от по-

родившей их практики. 

Так, описанные выше теории числовых систем возникли из потреб-

ностей решения алгебраических уравнений и строгого обоснования идеи 

непрерывности – главной идеи математического анализа. Когда эти цели 

были достигнуты, в конце XIX – начале XX века активизировалось внима-

ние к аксиоматическому методу, начала бурно развиваться математичес-

кая логика, возникла современная алгебра как математическая наука, 

изучающая алгебраические системы. Системы чисел оказались частью 

этого более общего понятия, и уже теория алгебраических систем форму-

лировала и диктовала очередные задачи и проблемы и указывала методы 

их решения. 

Комплексные, двойные и дуальные числа. Вернемся к процедуре 

расширения поля R действительных чисел до поля C комплексных чисел. 

Наша практическая задача – решать алгебраические уравнения. Для это-

го требуется ввести новый элемент i ∉ R, являющийся решением прос-

тейшего неразрешимого в R уравнения x2 + 1 = 0. Тогда каждый элемент 

из нового поля C должен иметь следующее строение: a + bi, где a, b ∈ R. 

Попробуем теперь добиться, чтобы совокупность всех объектов вида 

a + bi, где a, b ∈ R, была бы не полем, а хотя бы коммутативным кольцом, 

но содержащим поле R действительных чисел в качестве подполя, т. е. 

была бы расширением поля R. Эта задача не имеет никакой практичес-

кой направленности, а носит чисто математический характер. Она реше-
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на. Оказывается, таких расширений существует ровно три. Первое из 

них – знакомое нам поле C комплексных чисел, при этом элемент i ∉ R та-

ков, что i2 = –1. Второе – кольцо D1 так называемых двойных чисел, эле-

мент i ∉ R таков, что i2 = 1. Наконец, третье – кольцо D0 так называемых 

дуальных чисел, элемент i ∉ R таков, что i2 = 0. Из этих трех колец только 

C является полем. В коммутативных кольцах D0 и D1 невозможно деление, 

т. е. неразрешимы уравнения вида a ⋅ x = b. 

Поскольку система C комплексных чисел, как и система R действи-

тельных чисел, является полем, иначе говоря, комплексные числа облада-

ют всеми основными свойствами действительных чисел, связанными 

с операциями сложения и умножения, теория комплексных чисел получи-

ла широкое математическое развитие. Для комплексных чисел определе-

ны и изучены практически все положения действительного анализа, и, 

как следствие, теория комплексных чисел нашла широкое применение во 

многих разделах математики и ее практических приложениях. Значитель-

но менее богатой оказалась теория двойных и дуальных чисел. Тем не ме-

нее и для них определены многие понятия действительного анализа, 

и данная теория также находит свои применения [15]. 

Тело кватернионов. Если при расширении поля R мы не хотим от-

казываться от возможности деления, то придется отказаться от коммута-

тивности умножения (ибо оба эти требования приведут нас к полю C ком-

плексных чисел). Первую такую систему чисел нашел в 1843 г. ирланд-

ский математик У.-Р. Гамильтон. Она получила название система ква-

тернионов. Ее можно определить и исследовать аналогично системе ком-

плексных чисел. Она является телом, т. е. кольцом с единицей, в котором 

возможно деление (разрешимы оба уравнения a ⋅ x = b и y ⋅ a = b при 

a ≠ 0, или всякий ненулевой элемент имеет обратный). Но коммутатив-

ность умножения места не имеет. 

Системой кватернионов называется минимальное тело H, содержа-

щее поле R действительных чисел в качестве подполя и элементы (мнимые 

единицы) i, j, k ∉ R, перестановочные при умножении со всеми действи-

тельными числами и удовлетворяющие условиям: i2 = j2 = k2 = –1, i ⋅ j = –

j ⋅ i = k, k ⋅ i = –i ⋅ k 0= j. Доказывается лемма о строении следующего тела: 

каждый его элемент можно представить в виде: x = a + bi + cj + dk; при-

чем такое представление единственное. Вопрос о существовании тела 

кватернионов решается его конструктивным построением на основе поля 

действительных чисел: элементами тела H объявляются всевозможные 

упорядоченные четверки (a, b, c, d) действительных чисел a, b, c, d ∈ R, 
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т. е. H = R4 = {(a, b, c, d): a, b, c, d ∈ R}. В этом множестве вводятся две би-

нарные алгебраические операции + и ⋅: 

(a1, b1, c1, d1) + (a2, b2, c2, d2) = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2); 

(a1, b1, c1, d1) ⋅ (a2, b2, c2, d2) = (a1a2 – b1b2 – c1c2 – d1d2, a1b2 + b1a2 + c1d2 –  

– d1c2, a1c2 + c1a2 + d1b2 – b1d2, a1d2 + d1a2 + b1c2 – c1b2). 

Простыми преобразованиями проверяется выполнимость аксиом 

кольца. Четверка (1, 0, 0, 0) играет роль единичного элемента, (0, 0, 0, 0) – 

нулевого. Обратным элементом для ненулевой четверки (a, b, c, d) будет 

четверка (a/N, – b/N, – c/N, – d/N), где N = a2 + b2 + c2+ d2. 

Из легко проверяемых равенств: 

(a, 0, 0, 0) + (b, 0, 0, 0) = (a + b, 0, 0, 0), 

(a, 0, 0, 0) ⋅ (b, 0, 0, 0) = (a⋅b, 0, 0, 0) 

следует, что множество R0 всех четверок вида (a, 0, 0, 0), для любых a ∈ R, 

образует в кольце R4 подполе, изоморфное полю R действительных чисел. 

Четверки (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1) играют роль мнимых единиц i, 

j, k соответственно. 

Таким образом, алгебра < R4; +, ⋅ > является телом кватернионов, 

единственным с точностью до изоморфизма. При этом множество всех 

четверок вида (a, b, 0, 0) для любых a, b ∈ R образует в теле R4 подполе, 

изоморфное полю комплексных чисел. То же можно сказать относительно 

множества всех четверок вида (a, 0, b, 0) и множества всех четверок вида 

(a, 0, 0, b) для любых a, b ∈ R. Это значит, что система кватернионов яв-

ляется одним из расширений системы комплексных чисел. 

Общий подход к характеризации систем комплексных, двой-
ных и дуальных чисел. Этот подход осуществляется в рамках нового об-

щего понятия – понятия алгебры и алгебры с делением над полем, кото-

рые поднимают науку о числовых системах от конкретных систем чисел 

в область современной абстрактной алгебры – науки об общих алгебра-

ических системах. 

Алгебра над полем P ранга n есть алгебраическая система < A; +, ⋅, 
∗ >, в которой < A; +, ⋅ > есть n-мерное векторное пространство над полем 

P, а < A; +, ∗ > есть кольцо, причем операция ⋅ – умножения элементов из 

A на элементы из P (внешняя операция умножения) – и операция ∗ – ум-

ножения элементов в A (внутренняя операция умножения) – связаны сле-

дующим требованием: 

(∀ x, y ∈ A)(∀ α ∈ P)[(α ⋅ x) ∗ y = x ∗ (α ⋅ y) = α⋅ (x ∗ y)]. 
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Единичный элемент e кольца < A; +, ∗ > называется единицей алгеб-

ры. Нулевой элемент O векторного пространства < A; +, ⋅ > называется ну-

лем алгебры. 

Таким образом, алгебра над полем – это векторное пространство над 

полем (его называют носителем алгебры), в котором определена дополнитель-

но операция ∗ умножения, дистрибутивная относительно сложения + в век-

торном пространстве и перестановочная с умножением на скаляр. 

Нетрудно понять, что система R действительных чисел есть алгебра 

над полем R ранга 1; системы C комплексных, D1 двойных и D0 дуальных 

чисел являются алгебрами над полем R ранга 2. Наконец, алгебра H ква-

тернионов над полем R имеет ранг 4. 

Верно и обратное утверждение, характеризующее системы C, 

D1 и D0: алгебра с единицей, отличной от нуля, над полем R действитель-

ных чисел ранга 2 есть либо алгебра C комплексных чисел, либо алгебра 

D1 двойных чисел, либо алгебра D0 дуальных чисел. 

Общий подход к характеризации систем действительных чи-
сел, комплексных чисел и кватернионов. Мы уже отмечали, что сис-

тема кватернионов построена с возможностью деления в ней ее элемен-

тов, что приводит к общему понятию алгебры с делением над полем 

P. Это такая алгебра < A; +, ⋅, ∗ > над полем P, в которой кольцо < A; +, ∗ > 

является телом. 

Описание всех алгебр с делением конечного ранга над полем R дей-

ствительных чисел дает теорема Ф. Фробениуса (1877): всякая такая ал-

гебра есть либо поле действительных чисел, либо поле комплексных чисел, 

либо тело кватернионов. 

О дальнейших обобщениях числовых систем. Можно и дальше 

обобщать системы чисел, но эти обобщения будут по нисходящей в мень-

шей степени обладать свойствами, присущими обычным числам, и тем 

самым будут все дальше удаляться от тех практических задач, решение 

которых привело к возникновению теории числовых систем. Математи-

ческая теория развивается с большей скоростью по своим внутренним за-

конам, все больше удаляясь от практики. 

Следующий шаг в обобщении числовых систем связан с отказом от 

свойства ассоциативности операции умножения чисел. Оно заменяется 

более слабым требованием альтернативности умножения, состоящим 

в выполнении двух тождеств: 

(∀ x, y ∈ A) [(x ∗ x) ∗ y = x ∗ (x ∗ y)]; (∀ x, y ∈ A) [(y ∗ x) ∗ x = y ∗ (x ∗ x)]. 
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Если в определении алгебры с делением над полем P свойство ассо-

циативности операции ∗ в теле < A; +, ∗ > заменить свойством альтерна-

тивности этой операции, то мы придем к определению альтернативной 

алгебры с делением над полем P. С учетом этого определения исходные 

алгебры с делением называют ассоциативными. Ясно, что всякая ассоци-

ативная алгебра с делением является альтернативной. 

Обобщенная теорема Ф. Фробениуса дает описание всех альтерна-

тивных алгебр с делением над полем R. Их всего четыре: алгебра действи-

тельных чисел, алгебра комплексных чисел, алгебра кватернионов и алгеб-

ра октав. Алгебра октав открыта Артуром Кэли. Она содержит 8 мнимых 

единиц, всякий ее элемент представляется в виде их линейной комбина-

ции с действительными коэффициентами и реализуется как вектор из R8. 

Подводя итог, можно сделать следующий вывод. Над полем R действи-

тельных чисел для алгебр с делением возможны лишь следующие случаи: 

1) поле действительных чисел – это единственная алгебра ранга 1; 

2) поле комплексных чисел – это единственная коммутативная и ас-

социативная алгебра ранга > 1; 

3) тело кватернионов – единственная ассоциативная, но не комму-

тативная алгебра конечного ранга; 

4) алгебра октав – единственная альтернативная, но не ассоциатив-

ная и не коммутативная алгебра конечного ранга. 

Добавим, что во второй половине XX в. на основе глубоких топологичес-

ких соображений было доказано, что над полем R действительных чисел вся-

кая алгебра с делением имеет ранг 1, 2, 4 или 8. Таким образом, и это направ-

ление обобщений систем чисел получило определенное завершение. 

Построенные числовые системы называют системами гиперком-

плексных чисел, или гиперкомплексными системами, поскольку все они 

представляют собой обобщения понятия комплексного числа. Магистран-

ту полезно представить и осознать генезис этих обобщений. 

Как известно, комплексные числа геометрически изображаются 

точками плоскости, и действия над ними соответствуют простейшим ге-

ометрическим преобразованиям плоскости – параллельному переносу, по-

вороту, растяжению или сжатию и их комбинациям. Системы гиперком-

плексных чисел (и, прежде всего, система кватернионов, открытая 

У.-Р. Гамильтоном) появились при попытках создать такие системы чисел, 

которые могли бы описывать геометрические преобразования в простран-

ствах размерностей > 2. Оказалось, что из векторных пространств раз-

мерности n > 2 над полем R действительных чисел построить числовую 

систему с естественными свойствами операции умножения можно далеко 
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не для всех размерностей, и даже в этих случаях приходится отказывать-

ся от ряда свойств, которыми обладает операция умножения комплек-

сных чисел. В частности, ни одна алгебра гиперкомплексных чисел не яв-

ляется полем (в отличие от комплексных чисел): умножение не коммута-

тивно. Тем не менее арифметические действия над кватернионами соот-

ветствуют простейшим геометрическим преобразованиям трех- и четы-

рехмерных пространств, а произведение кватернионов друг на друга не-

посредственно связано со скалярным и векторным произведением векто-

ров в трехмерном пространстве. 

Вот какой итог сделанным обобщениям подвел академик Л. С. Понтря-

гин: «Таким образом, действительные и комплексные числа являются про-

дуктом исторического развития математики. Кватернионы были построены 

из обобщательских соображений. Это была попытка обобщить комплексные 

числа, но она не дала ценных результатов, так как отсутствие коммутатив-

ности не дат возможности развить теорию кватернионных функций. По 

сравнению с тем значением, которое имеют действительные и комплексные 

числа в математике, роль кватернионов ничтожна» [18, с. 97]. 

Дальнейшие обобщения в теории алгебр идут по ряду направлений. От-

каз от ассоциативности умножения в алгебре приводит не только к альтерна-

тивным алгебрам, о которых говорилось выше, но при рассмотрении других 

тождеств – и к другим алгебрам, в частности к йордановым алгебрам и алгеб-

рам Ли, имеющим значительные приложения в геометрии, топологии, матема-

тическом анализе, физике. Наряду с алгебрами конечного ранга над полем P 

рассматриваются бесконечномерные алгебры, теория которых находит приме-

нение, в частности, в функциональном анализе. Еще один тип обобщений сос-

тоит в том, что алгебры рассматриваются не над полем R действительных чи-

сел, а над полем C комплексных чисел, или над каким-либо другим полем, или 

даже над (коммутативными) кольцами. Именно в такой общности алгебры 

изучаются в трактате Н. Бурбаки. 

Процедура удвоения для получения новых систем чисел. Эта 

процедура – еще одна идея, приводящая к получению новых числовых 

систем. Она основана на анализе процедуры, приведшей к расширению 

системы R действительных чисел до трех систем C, D1 и D0. Каждая из 

этих систем состоит из элементов вида z = a + bi, где a, b ∈ R, а i – некий 

новый объект, коммутирующий с действительными числами при умноже-

нии, т. е. bi = ib для любого b ∈ R, и удовлетворяющий условию: i2 = – 1, 

или i2 = 1, или i2 = 0, т. е. i2 = ε, где ε равно –1, или 1, или 0. Таким обра-

зом, при переходе от R к C, D1, D0 происходит удвоение системы R, и мы 

от системы ранга 1 переходим к системе ранга 2. 
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Если теперь эту процедуру удвоения применить к числам вида z = a 

+ bi, где a, b ∈ R, то мы получим числа вида u = z1 + z2i, где z1, z2 ∈ C (или 

D1, или D0), а j – новый объект, удовлетворяющий условию: j2 = δ, где δ 
равно –1, или 1, или 0, и коммутирующий при умножении с действитель-
ными числами, а при умножении на символ i справа антикоммутиру-
ющий с ним (ji = – ij), или коммутирующий с ним (ji = ij), или вырожден-

ный (ji = 0), т. е. ji = αij, где α равно –1, или 1, или 0. 
Тогда, если z1 = a + bi, z2 = c + di, то u = (a + bi) + (c + di)j = a + bi + cj + 

dij. Произведение ij представляет собой новый объект, который обознача-
ется k = ij. Тогда u = a + bi + cj + dk. Элементы i, j, k называют мнимыми 

единицами. Их попарные произведения вычисляются исходя из равенств: 

i2 = ε, j2 = δ, ji = αij. При ε = δ = α = –1 получаем систему кватернионов. Та-
ким образом, мы от числовой системы ранга 2 в результате описанной 
процедуры, называемой процедурой удвоения, переходим к системам ги-
перкомплексных чисел ранга 4. 

Далее процедуру удвоения можно применить к системе чисел вида 
u = a + bi + cj + dk, полученной на предыдущем шаге процедуры удвоения. 
Получим числа вида w = u1 + u2l, где u1, u2 – числа предыдущей числовой 
системы, а l – некий новый объект. И так далее. Таким путем получаются 
гиперкомплексные числовые системы ранга n, где n – степень числа 2. 
Среди этих систем к настоящему времени хорошо изучены так называ-
емые числа Клиффорда, числа Грассмана, числа Паули, числа Дирака, 
числа Калуцы и ряд других. Для них построены теории, во многом анало-
гичные теории функций комплексной переменной. Благодаря этому они 
нашли определенное применение в ряде разделов современной математи-
ки и других наук: неевклидовой геометрии, теории непрерывных групп, 
квантовой теории поля, теории упругости и др. [16]. 

* * * 

На уровне магистратуры все эти вопросы могут быть рассмотрены 
с разной степенью подробности: некоторые детально с доказательствами 
изложены на лекциях, другие разобраны на практических занятиях, тре-
тьим могут быть посвящены курсовые и выпускные квалификационные 
работы (магистерские диссертации). Последние могут и дальше развивать 
теорию алгебр, которая не заканчивается приведенными результатами, 
а только с них начинается. С содержательными подробностями данных 
теорий можно познакомиться в книгах И. Л. Кантора, А. С. Солодовнико-
ва, С. В. Ларина, В. И. Нечаева, Л. С. Понтрягина, С. Фефермана [13, 17–20]. 

Итак, теория алгебр, начавшаяся с изучения чисел и числовых сис-

тем, достигла в настоящее время высокой степени обобщенности и глуби-
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ны. В этом качестве она находит применение в различных разделах мате-

матики, в других науках и в практике. 

Освоение основ этой теории магистром профиля «математическое обра-
зование», несомненно, будет способствовать более осознанному пониманию им 
существа аксиоматического метода, строения аксиоматических теорий в ма-
тематике, механизмов развития математической науки, а вместе с тем помо-
жет сложиться целостному видению математики как единой науки. В резуль-
тате образовательный уровень магистра будет выше образовательного уровня 
бакалавра педагогического математического образования. 

Статья рекомендована к публикации  
д-ром физ.-мат. наук, проф. В. Л. Гапонцевым 
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